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RESUMEN

Entender a la argumentacion matematica como una construccion sociocultural, lleva a
comprender que las leyes ldgicas pueden no ser aceptadas en determinados escenarios
socioepistemoldgicos. El enfoque realizado corresponde al de la socioepistemologia y el estudio,
se ha focalizado en escenarios en los que no se acepto el principio del tercero excluido, dando
origen a la aparicion de Idgicas no clasicas. En ellas es posible analizar los significados que se
construyen dentro de la matematica.

PALABRAS CLAVE: Socioepistemologia. Matematica. Tercero excluido.

INTRODUCCION

El surgimiento de las Idgicas no clasicas se ha debido a la necesidad de modelizar situaciones de
la vida real que escapan al anlisis de la l6gica clasica. EI pensamiento del ser humano no siempre
esta regido por las leyes y principios enunciados por Aristoteles.

La matemética actual se sustenta en la légica clasica, ya que sus propiedades han sido
demostradas bajo esta lo6gica. Sin embargo, no siempre ha sido la légica clésica capaz de dar una
respuesta a la modelizacidn de algunas situaciones cuyo surgimiento se dio adn dentro de la
matematica que podriamos denominar “clasica”. En la vida cotidiana, las afirmaciones que se
realizan no corresponden en muchas oportunidades a propiedades bivalentes, ni los razonamientos
tienen caracteristicas aristotélicas.

Uno de los tipos de légica no clasica que surgieron son las logicas polivalentes, y dentro de ellas
las mas sencillas, pero que sirven de sustento a otras son las logicas trivalentes. Resulta
interesante analizar el aspecto semantico de los distintos conectivos definidos en las légicas
trivalentes desde la dptica de la matematica. Surgieron para ofrecer alternativas a la seméantica
bivalente de la l6gica clasica.
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Su aparicién se originé desde la semantica y el tratamiento sintactico fue posterior a su creacion.
Esta vision permite comprender que algunos aspectos de esta ciencia y su ensefianza pueden
enfocarse desde el punto de vista de las légicas no clésicas, tan utilizadas actualmente en campos
de aplicacion de la ciencia y la tecnologia.

ALGUNOS CONCEPTOS BASICOS DE LA LOGICA CLASICA

La légica clésica se ha formalizado a través de muchos sistemas Idgicos formales a lo largo de la
historia. Desde la época de Aristoteles, el hombre ha tratado de estudiar y sistematizar las formas
correctas de pensar, de razonar, de inferir resultados y afirmaciones en las ciencias. Tanto la
I6gica simbdlica, como la légica clasica se refieren a los principios generales del razonamiento.
La diferencia basica entre ellas es que la logica clasica, sistematizada por Aristoteles, elaborada
por los pensadores medievales y ensefiada durante siglos en la educacion media y superior, utiliza
como simbolos, palabras; mientras que la logica simbélica utiliza un conjunto de signos
especiales. A causa de esta notacién especial y precisa y del consiguiente cuerpo de reglas para
operar con esta notacion, se llama frecuentemente a la Idgica simbédlica: l6gica matematica, pero
uno de sus principios es la generalidad, sus principios no pertenecen de modo exclusivo a esta
ciencia, sino que se los ha entendido como principios propios del pensamiento humano. Esta
vision tiene indudable influencia de la vision aristotélica del hombre.

La Idgica ha sido siempre un intento de modelizar mateméaticamente el comportamiento de ciertas
clases de objetos y las leyes que rigen sus relaciones, para asi seguir mejorando su conocimiento y
el de las leyes que rigen sus relaciones.
La l6gica clésica tiene ciertas propiedades representativas que la caracterizan y que fueron
sustentadas por Arist6teles y sus seguidores y, que se han mantenido vigentes desde él hasta
nuestros dias en el pensamiento occidental. La l6gica clésica es:

e Apofantica: Deja fuera enunciados de los que no quepa preguntar si son verdaderos o falsos.

o Bivalente: Sélo admite dos valores de verdad: verdadero y falso.

o Asertdrica: Excluye la existencia de modalidades de verdad. No existen graduaciones de los
valores, como podria ser: muy verdadero, algo verdadero, muy falso, casi falso, etc.

e Extensional: Opera s6lo en términos de la verdad global de sus expresiones. Cada

proposicion mantiene en todo el discurso su valor de verdad, no es posible que por alguna
causa ésta cambie de valor de verdad en medio del discurso.
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Se dice que un sistema es divergente de otra si incorpora el vocabulario del primer, pero tiene un
conjunto diferente de teoremas o inferencias validas. Un sistema es extension de otro si contiene
nuevo vocabulario, ademas del compartido y tiene nuevas inferencias que esencialmente se
refieren al nuevo vocabulario. A partir de estas definiciones, se considera que una ldgica
divergente es un sistema que difiere de la I6gica clasica una Idgica es una extension si extiende a
ésta.

Una ldgica puede ser a la vez una extension y una divergencia de la Idgica clasica: puede afadir
nuevo vocabulario y por lo tanto nuevos teoremas y al mismo tiempo diferir de la I6gica clasica
en lo que respecta a inferencias que contienen esencialmente sélo el vocabulario incorporado. Las
I6gicas polivalentes son divergentes: si bien incorporan nuevos términos e inferencias a la clésica,
carecen de ciertos principios y teoremas de la misma, como es el caso del principio del tercero
excluido.

EL SURGIMIENTO DE LAS LOGICAS NO CLASICAS

Aristoteles en la Metafisica enuncio el principio del tercero excluido de la siguiente manera:
“Tampoco puede haber un término medio entre afirmaciones contrarias, y respecto a una cosa
debemos afirmar o negar algo, cualquiera que sea” (Citado por Guétmanova, 1986, p.124.)

Este principio se basa claramente en que para Aristoteles cada proposicion puede tener sélo uno
de dos valores de verdad: verdadero o falso. A pesar de que todo el desarrollo de la légica en
Occidente se basa fuertemente en la afirmacion de que toda proposicion es verdadera o falsa, ya
sustentada por Aristételes, podria decirse que el primero en detectar la existencia de enunciados a
los que es imposible asignar uno de estos dos valores, fue el mismo Aristételes, que analiza, el
enunciado: “Mafiana habra una batalla naval”

Si se quiere determinar si se trata de una proposicion verdadera o falsa, sera necesario esperar al
dia de mafiana. S6lo entonces y cotejando con la realidad, se podra estar en condiciones de saber
si es una proposicion verdadera o falsa. Sin embargo, se trata de una proposicion pues tiene un
valor de verdad: es verdadera o es falsa, 1o que ocurre es que no se puede saber su valor de verdad
hasta que pase el tiempo propuesto.

Si es verdadera la proposicion, seria necesaria la batalla naval, entonces el futuro esta
determinado. Lo mismo ocurre si es falsa. Aristételes dio a este tipo de enunciados el nombre de
futuros contingentes. Para salvar el escollo de determinar su valor de verdad, las excluyé del
conjunto de enunciados con los que trabaja la l6gica, no les dio el status de proposicién.
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Se baso para hacerlo en la consideracion de que como la Idgica es para Aristételes el sustento de
las ciencias y los enunciados de las ciencias son verdaderos o falsos més alla del tiempo, las
ciencias no trabajan con futuros contingentes y por ello la légica no necesita dar una respuesta a
su valor de verdad.

Los epicureos, que tenian una vision no determinista del mundo, en la que no tenia cabida la
bivalencia y por lo tanto el principio del tercero excluido. Para ellos los futuros contingentes no
debian ser descartados. Sin embargo, los estoicos mantuvieron una vision rigidamente
determinista y apoyaron la posicion de necesidad de la bivalencia.

La idea de otros valores de verdad, ademas de los dos valores verdadero y falso clasicos, es
central para las légicas polivalentes. El primer paso es la consideracion de un valor de verdad de
cierta manera intermedio entre el verdadero y el falso. Desde el punto de vista histérico, en la
Edad Media el problema de los futuros contingentes y sus posibles valores de verdad fue
abordado por tanto logicos europeos como islamicos (Rescher, 1969). Guillermo de Occam
(1298-1349), en la Summa Teoldgica, al comentar esta obra aristotélica, parece llegar a un sistema
trivalente, en el que el valor de verdad de estos enunciados es tratado a través de un valor neutro
al esbozar tablas de verdad.

La concepcion de modalidad de valores de verdad para las proposiciones también dio origen a
otro tipo de ldgicas no clasicas denominadas logicas modales, en las cuales algo no es solo
verdadero o falso, sino que aparecen modos de verdad o falsedad para cada proposicion
(necesariamente verdadero, posiblemente verdadero, necesariamente falso, posiblemente falso).
Otras l6gicas no clasicas que surgieron son las denominadas légicas probabilisticas, en las que los
valores de verdad toman valores que son regidos por las leyes de la teoria de las probabilidades.

LAS LOGICAS POLIVALENTES

Un sistema es n-valente si n es el menor nimero de valores que tiene cualquier tabla de verdad
caracteristica de dicho sistema. En las logicas polivalentes se mantiene n es mayor estricto que 2
por lo que las bivalentes no se designan como polivalentes, por lo general. Aungue solamente hay
un sistema de légica bivalente en el sentido amplio del término, surgen para las logicas
polivalentes, sistemas alternativos que llevan a valores distintos para las formulas compuestas.

Esto significa que los conectivos en la Idgica bivalente tienen una sola definicién posible,

mientras que en las l6gicas polivalentes, hay distintas definiciones posibles, dependientes de la
interpretacion de los valores de verdad intermedios.
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Estas interpretaciones dependeran de los significados que se otorguen a los valores intermedios de
verdad. Las logicas polivalentes son divergentes; si bien incorporan el vocabulario de la légica
clésica, carecen de ciertos teoremas de la misma, tales como el principio del tercero excluido.
Algunas afiaden también nuevo vocabulario entrando entonces en la categoria de extensiones.

LOS SIGNIFICADOS DEL TERCER VALOR DE VERDAD EN LAS LOGICAS TRIVALENTES

A continuacién presentamos algunas de las légicas trivalentes que surgieron dando algin
fundamento epistemologico que sustenta la interpretacion semantica del tercer valor de verdad.
Cada una de ellas debié definir los conectivos Idgicos a partir de esa interpretacion.

a. Logica trivalente de Lukasiewicz

Jan Lukasiewicz fue el primero en publicar su propuesta de tratamiento de una logica trivalente
(Rescher, 1969). Este matematico polaco centro su trabajo en la légica matematica y reportd en
1920 una manifestacién de supremacia de la logica trivalente por encima de la légica bivalente,
proponiendo su generalizacion a Idgicas polivalentes con incluso una cantidad infinita de valores
de verdad, basada en trabajos suyos anteriores. Para Jan Lukasiewicz, la disputa acerca de la
bivalencia de la logica tiene un trasfondo metafisico: los que la afirman son decididos
deterministas, los que no, tienen una vision indeterminista del mundo. En su escenario cientifico,
tuvo influencia de las ideas de Russell, en cuanto a las contradicciones que introducia la I6gica y a
los estudios de las vaguedades del lenguaje.

La vision de ciencia de Lukasiewicz, difiere de la aristotélica:

“La creatividad poética no difiere de la creatividad cientifica en que
encierre mayor cantidad de fantasia. Cualquiera que, como Copérnico, haya
cambiado a la Tierra de posicion y la haya enviado a hacer revoluciones en
torno al Sol, o que, como Darwin, haya percibido en las nieblas del pasado
las transformaciones genéticas de las especies, puede codearse con el mayor
de los poetas. Pero el cientifico difiere del poeta en que, en todo tiempo y
lugar, razona. No necesita ni puede justificarlo todo, pero todo lo que
afirme tiene que ligarlo mediante lazos l6gicos en un todo coherente. El
fundamento de ese todo consiste en juicios acerca de hechos, y ello sostiene
la teoria, que explica, organiza y predice hechos. Asi es como se crea el
poema de la ciencia.”

(Lukasiewicz, 1912, p.13)
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Esta vision de ciencia, en la que se conjugan la creatividad y la razén, permitieron a Lukasiewicz
imaginar méas all4 de la logica clasica y dar una interpretacion al valor de verdad de los futuros
contingentes.

El mismo reconoce que en su intento de modificar el concepto de ciencia basado en la logica
aristotélica, se vio obligado a forjar armas mas poderosas que esa misma logica, para poder
vencer la “coercion de la ldgica” que habia sido impuesta por Aristoteles y por Euclides.
(Lukasiewicz, 1918).

Interpretd el tercer valor como "indeterminado” o “posible", atribuible a los enunciados futuros
contingentes descriptos por Aristoteles, y obtuvo un “sistema tan coherente y consistente como la
légica aristotélica, pero mds rico en leyes y formulas” (Lukasiewicz, 1918, p.16). Segun el
criterio aristotélico, los enunciados sobre el futuro no son verdaderos ni falsos, bajo pena de verse
empujado hacia el fatalismo.

El razonamiento de Lukasiewicz se puede esquematizar de la siguiente manera:

“Yo puedo asumir sin contradiccion que mi presencia en Varsovia en un
cierto momento en el afio proximo, por ejemplo en la noche del 21 de
diciembre, estd en el presente determinado de manera ni positiva ni
negativa. Ya que es posible pero no necesario que yo esté presente en
Varsovia en el tiempo dado. Sobre esta afirmacion, la proposicion ‘Yo
estaré en Varsovia en la noche del 21 de diciembre el afio proximo’, no
puedo en el presente decir que es ni verdadera ni falsa. Porque si fuera
verdadera hoy, mi futura presencia en Varsovia deberia ser necesaria, que
es contradictorio con la afirmacién asumida. Si fuese falsa ahora, por otra
parte, mi futura presencia en Varsovia deberia ser imposible, que también
es contradictorio con la afirmacién asumida”

(Lukasiewicz, citado por Rescher, 1969, p.23)

La Unica manera de evitar esta conclusién fatalista, argumenta Lukasiewicz es rechazar la
bivalencia. Para cada interpretacion de los valores de verdad intermedios en una légica trivalente,
sera necesario definir las tablas de verdad para poder determinar la manera en la que se evallan
las proposiciones compuestas en esa logica.

Las funciones de verdad correspondientes a las proposiciones compuestas en la Idgica trivalente
de Lukasiewicz, pueden explicitarse de la siguiente manera:
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Negacion:

v(~p) =1-v(p)
) ~p
0 1
12 172
1 0

Cuadro 1: Tabla de verdad de la negacion segun légica trivalente de Lukasiewicz

Conjuncién: Disyuncidn

v(p ~ q) =min (v(p) . v(q)) v(p v q) =max (v(p) , v(q))
P q png P 9 pvgq
0 0 0 0 0 0
0 1/2 0 0 1/2 1/2
0 1 0 0 1 1
1/2 0 0 1/2 0 1/2
1/2 1/2 1.2 1/2 1/2 1/2
1/2 1.2 1/2 1
1 ] 0 1 0 1
1 1/2 1/2 1 1/2 1
1 1 1 1 1 1

Cuadro 2: Tablas de verdad de la conjuncion y disyuncion segun logica trivalente de Lukasiewicz

Implicacion: )
v(p=q)=min (L. 1-v(p)+v(q))

P q P=q

0 0 1

0 12 1

0 1 1

1/2 0 1/2

1/2 1/2 1

1/2 1 1

1 0 0
1/2 1/2

1 1 1

Cuadro 3: Tabla de verdad de la implicacion seglin logica trivalente de Lukasiewicz

Revista Premisa (2015), 17 (64) 9



Ni el principio del tercero excluido ni el de no contradiccién se cumplen, de forma que ninguna es
una ley en esta ldgica; "p v ~p" y "~( p A ~p)" toman el valor 1/2 cuando p lo toma.

b. Logica trivalente de Bochvar

El matematico ruso D. A. Bochvar propone en 1939 una logica trivalente con el objeto de resolver
el problema planteado por la existencia de paradojas semanticas, 0 sea de proposiciones que no
tienen valor de verdad en la Idgica clasica porque al ser verdaderas deben tomar el valor falso y
por otra parte al suponérselas falsas, se conduce a tomar el valor verdadero. Un ejemplo de este
tipo de proposiciones es la denominada Paradoja del mentiroso.

Si se afirma “Yo miento” y se supone que esta es una proposicion verdadera, entonces la persona
que la afirma miente, o sea que no dice la verdad y si “Yo miento” no es verdad, entonces es
falsa, o sea que la proposicion no puede ser verdadera. Supongamos ahora que “Yo miento” es
falsa, en ese caso no es cierto que mienta, por lo que debe ser verdadera la proposicion
considerada. Como conclusion, la proposicion “Yo miento” no puede ser verdadera ni falsa.

Este tipo de afirmaciones eran conocidas en la logica y en la matematica durante siglos. De ellas
por no ser posible asignarles un valor de verdad en la légica clasica, se dijo que eran paradojas y
se las exceptu6 de los posibles abordajes l6gicos.

La ldgica trivalente de Bochvar fue propuesta originalmente como una solucién a las paradojas
semanticas, y la interpretacion que él dio para el tercer valor fue "paraddjico” 0 “carente de
significado". Esta interpretacion de carencia de significado es herencia de la concepcién
bivalente de que las afirmaciones paraddjicas tenian esa propiedad.

En la definicién de los conectivos de esta l6gica, se sustentd el principio de que una oracion
compuesta que contiene un componente paraddjico es asimismo paraddjica, algo asi como que
una proposicion simple “infectaria” la proposicion compuesta con esa carencia de significado.
Los valores de verdad de las proposiciones compuestas para Bochvar son definidos a través de las
siguientes expresiones y tablas de verdad:
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Negacion:

v(~p)=1-v(p)
) ~P
0 1
12 12
1 0

Cuadro 4: Tabla de verdad de la negacion segln légica trivalente de Bochvar

Conjuncién: Disyuncion:
12siv(p)=1/26v(g)=1/2 12siv(p)=126 wvig)=1/2
v(prq)= v(pvq)=
min (v(p). v(q)) mix (v(p). v(q))
P q pPAgq P q pvq
0 D 0 0 D 0
0 12 172 0 172 172
0 1 0 0 1 1
172 D 172 12 D 172
12 172 12 172 172
2 1 172 172 172
D 0 1 0 1
1 12 171 12 172
1 1 1 1

Cuadro 5: Tablas de verdad de la conjuncion y disyuncién segun Idgica trivalente de Bochvar

Implicacién:
1/2sivip)=1/26v(qg)=1/2
v(p=q)=
méx (1 - v(p). v())
P q P=q
0 0 1
0 1/2 1
0 1 1
1/2 0 1/2
1/2 1/2 1/2
1/2 1 1/2
0 0
1/2 1/2
1 1 1

Cuadro 6: Tabla de verdad de la implicacion segun légica trivalente de Bochvar
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Resulta importante hacer notar que con los conectivos definidos de esta manera no hay ninguna
férmula bien formada dentro de este calculo que tome el valor verdadero para todas las
asignaciones de sus componentes atdmicas, 0 sea que en esta légica no existen las tautologias y
por lo tanto no hay leyes ldgicas. Un 1/2 en la entrada siempre produce 1/2 a la salida.

Este hecho trae un conflicto, por lo que Bochvar afiade con la finalidad de solucionar este
problema, un operador con el significado de "es verdadero que’ al que se denota Vx definido
como verdadero si y solo si la proposicion x es verdadera, y falso en cualquier otro caso (Haack,
1991). De esta manera se recuperan las leyes logicas a través de proposiciones denominadas
cuasitautologias, a las que se les da un significado similar al que tienen las tautologias en la légica
clasica (Rescher, 1969).

Sin embargo estas leyes légicas tienen distinta significacion que las clasicas cuando intervienen
en ellas proposiciones paraddjicas. Esto le permite definir conectivos "externos" del siguiente
modo:

v(pAQ) =V v(p) A V v(q)
v(=p) = ~Vv(p)
v(pva) =V v(p) v Vv(q)
v(p=q) =V v(p) = V v(q)

Este conectivo externo actla en cierta manera como un filtro; mediante la aplicacion de este
conectivo, solo las tautologias bivalentes de la légica se mantienen. El conectivo externo V actla
algo asi como transformando tablas trivalentes para la Idgica bivalente con 1/2 y 0 como tipo de
falsedad.

c. Légica trivalente de Kleene

Teniendo como antecedente el trabajo de Lukasiewicz, y otros realizados a partir de él acerca de
la consideracion de grados de verdad de las proposiciones, en 1938, Stephan Kleene introdujo una
I6gica trivalente diferente. La preocupacién de Kleene no son las paradojas ni los futuros
contingentes, sino ciertas proposiciones que se encuentran dentro de la matemaética, cuyo valor de
verdad es desconocido o indecidido. Por ejemplo, consideremos una proposicion de la que no
sabemos su valor de verdad pues recién la enunciamos y aiin no hemos intentado demostrarla o
refutarla. A ella se le aplicaria este valor de verdad al que Kleene denomina “indecidido”,
asignarselo a oraciones que, aunque verdaderas o falsas no son aln demostradas ni refutadas. Es
decir que la asignacion de este valor a una formula bien formada no se propone para indicar que
no es ni verdadera ni falsa, sino solamente para indicar que no se puede decir qué es.
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La logica trivalente de Kleene difiere de la de Lukasiewicz con respecto a la implicacion. La
implicacion de Kleene se construye de forma que, ahi donde la verdad o falsedad de un
componente es suficiente para decidir la verdad o falsedad del compuesto, este toma el valor
correspondiente, aunque el valor de otros componentes sea indecidible. En otro caso el compuesto
en si mismo es indecidible. Mientras Lukasiewicz preocupado por salvar la ley de identidad,
asigna el valor de verdad 1 a: v(p=q) para v( p ) =Vv(q) = 1/2, Kleene asigna al mismo el valor:
1/2 quedando la explicitacion funcional de la implicacién de Kleene como:

Implicacion:
v(p=q) =max (1-v(p ). v(q))
P q P=q
0 0 1
0 1/2 1
0 1 1
1/2 0 1/2
1/2 1/2 1/2
1/2 1 1
1 0 0
1 1/2 1/2
1 1 1

Cuadro 7: Tabla de verdad de la implicacion segun légica trivalente de Kleene

d. Logica trivalente de Gddel - Brouwer

Suele considerarse que el primer intuicionista fue Kronecker, que expresd sus puntos de vista
entre 1870 y 1890. Para él, el rigor impuesto en el analisis matematico por Weierstrass
involucraba conceptos inaceptables y la obra de Cantor no era matematica sino misticismo.
Estaba dispuesto a aceptar los nimeros enteros porque eran claros a la intuicién, obra de Dios, lo
demaés era obra del hombre y por lo tanto, sospechoso.

Rechaza todas las demostraciones y criterios no constructivos que no puedan determinar en un
numero finito de pasos los objetos que manejan. Propone prescindir de los irracionales al no
aceptar el Principio del tercero excluido y las argumentaciones por reduccion al absurdo. Como
consecuencia de perder los irracionales, y por lo tanto los reales, debe carecer de las funciones
continuas, En su época no encontrd partidarios de su filosofia hasta veinticinco afios después con
Henri Poincaré.
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En 1907 Luitzen Brouwer funda la escuela intuicionista. La intuicion fundamental, segin él es la
“presencia de percepciones en una sucesion temporal” Concibe el pensamiento matematico como
un proceso de construccion que edifica su propio universo independientemente de nuestra
experiencia. Las ideas matematicas estan en nuestra mente previamente al lenguaje, la logica y la
experiencia.

Hacia 1930 Arend Heyting, formalizd las ideas de Brouwer al construir el clculo proposicional
intuicionista. En la l6gica hay algunos principios y procedimientos claros, intuitivamente
aceptables, pero no todos. Por ejemplo, se aplica demasiado libremente el principio del tercero
excluido. Este principio afirma que toda proposicién es verdadera o falsa, y es fundamental para
el método de demostracion indirecta. Histéricamente surgio por la aplicacion de razonamientos a
subconjuntos de conjuntos finitos. Fue aceptado y se lo aplicd injustificadamente a conjuntos
infinitos.

La idea de infinito de Brouwer coincide con la del infinito potencial de Aristételes. Para Brouwer,
el dogma de la validez universal del principio del tercero excluido es un fenémeno de la historia
de la civilizacion.

El rechazo del principio del tercero excluido dio origen a una nueva posibilidad: la de las
propiedades indecidibles: propiedades que no pueden ser refutadas ni demostradas. Por ejemplo:
definamos k como el primer cero seguido de la secuencia 1, 2,... 9 en el desarrollo decimal de = .

La Idgica clasica dice que existe o no existe. Brouwer, en cambio rechaza este razonamiento: dice
que hay afirmaciones matematicas que pueden no ser decididas nunca a partir de los axiomas de
la matematica, estas cuestiones son indecidibles.

Por otra parte, en 1933, Kurt Godel demostrd el Teorema de Incompletitud de la Aritmética. Esto
significa que existen realmente algunas afirmaciones indecidibles en la aritmética. Esto significa
que existen proposiciones matematicas cuya que no podran ser nunca demostradas ni refutadas.

Si bien las bases de ambas teorias (la propuesta por los intuicionistas y por Gdédel) son
sustancialmente distintas, en ambos casos es posible interpretar el tercer valor de verdad de la
Idgica trivalente que proponen como “indecidible”. No debe olvidarse en cada caso qué significa
que algo sea indecidible.

Para los intuicionistas, por lo tanto, no es valida la ley del contrarreciproco. Basado en esto

Heyting elabord su logica proposicional trivalente. Es fundamental el concepto de implicacion de
los intuicionistas, asi como el de la negacion.
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Aunque en las que las definiciones de la implicacion y de la negacion se distinguen en un s6lo
caso de las de Lukasiewicz, estas son fundamentales para rechazar las pruebas por simple
reduccion al absurdo:

Negacion:
1 siv(p)=0
v(~p) =
0 sivi(p)=0
P ~P
0 1
1/2 0
1 0
Cuadro 8: Tabla de verdad de la negacién segun légica trivalente de Godel-Brouwer
Implicacion:

1 si v(p) < vig)

vip=4q)=

v(q) siv(p)>v(g)
P q P=q
0 0 1
0 1/2 1
0 1 1
1/2 0 0
1/2 1/2 1
1/2 1 1
1 0 0
1 1/2 12
1 1 1

Cuadro 9: Tabla de verdad de la implicacion segin légica trivalente de Godel-Brouwer

En esta implicacion si el valor de verdad del antecedente no supera al de consecuente, la
implicacion se considera verdadera, mientras que si lo supera resulta tan verdadera como lo sea el
consecuente. La negacion puede definirse como: v(~p ) = v(p = 0).
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La conjuncion y la disyuncién se definen respectivamente como el minimo y el méximo de los
valores de los argumentos, tal como en el caso de Lukasiewicz y de Kleene.

Pese a que los cambios en las evaluaciones son pequefios, los cambios de los resultados son de
consideracién. En esta I6gica no son tautologias las leyes del tercero excluido ni su negacion. En
cambio si los son: la ley de no contradiccion, los dos modos del silogismo condicional categorico,
la ley del contrarreciproco, las leyes de De Morgan y la ley del cuarto excluido.En la logica
intuicionista, incoherencia implica contradiccion, pero no al revés, tal como analizamos en el
capitulo que corresponde a la descripcién y fundamentacion de las demostraciones por reduccion
al absurdo.

e. Légica trivalente de Mamdani

Ebrahim Mamdani, ingeniero inglés que trabajé desde la década del 80 en el area de inteligencia
artificial, refiriéndose a controladores, que periédicamente evaltan variables de estado y producen
una variable de accion, propuso sobre la base de considerar el producto cartesiano de los
universos del discurso del antecedente y del consecuente basado en la teoria de Lofti Zadeh para
I6gica difusa, la evaluacion de la implicacion como el minimo entre los valores de verdad de
ambas proposiciones. Por esta causa propuso la evaluacion de la implicacion como el minimo de
los valores de verdad de antecedente y consecuente. El escenario en el que realiz6 Mamdani sus
desarrollos es radicalmente distinto de aquellos en los que se desempefiaron los matematicos que
anteriormente se han descrito; se trata de un &mbito caracteristico de las aplicaciones de la
ingenieria, correspondiente a una visién de la matematica en la que es fundamental el
pragmatismo.

Para la evaluacion de negaciones, conjunciones y disyunciones, la propuesta de Mamdani no
difiere de la de Lukasiewicz, la diferencia fundamental se encuentra en la definicién de la
implicacion:

Implicacién: )
vip = q) =min (v(p) , v(q))
P q P=q
0 0 0
0 1.2 0
0 1 0
1/2 0 0
12 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1 ]
1 1/2 1/2
1 1 1

Cuadro 10: Tabla de verdad de la implicacién segun légica trivalente de Mamdani
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La implicacion de Mamdani no extiende los valores clésicos de la implicacion, ya que si
restringimos sus valores al caso bivalente, presenta diferencias en relacion a la tabla de verdad de
la implicacion clésica.

Esta forma de evaluacién no parece ademas en principio aceptable, ya que se trata de la misma
utilizada en una conjuncion. Restringiéndonos al caso trivalente diferiria solamente en la
implicacion respecto de la logica de Lukasiewicz, en los casos en que el antecedente no es
verdadero.

Este autor sustenta lo anterior remarcando su facil implementacion computacional y que los casos
en los que difiere de la logica de Lukasiewicz son justamente aquellos en los que un sistema de
control no debe actuar.

Si se rastrea en el area de control, esta implicacion es una de las mas utilizadas por optimizar la
cantidad de operaciones realizadas por el programa en su evaluacion y por lo tanto la complejidad
del algoritmo utilizado en la resolucion del problema y por obtener resultados similares a los que
corresponderian a la aplicacién de los conectivos dl I6gico polaco.

f. Logica trivalente con aplicacién computacional

En el &mbito computacional, es posible ver el valor intermedio de verdad bajo la interpretacién de
“error computacional de evaluacion”. Esta interpretacion, si bien no es explicitada muchas
veces se encuentra implicita en las ideas que pone en juego un programador. Al evaluar un
programa una expresion booleana, el resultado obtenido es verdadero o falso. Sin embargo, al
producirse un error en la evaluacidn, el valor devuelto no es verdadero ni falso, sino un valor que,
por ser un error, provoca un conflicto en el programa que conduce a terminacién anormal.

El estudio de cémo evitar si es posible este tipo de paradas anormales, hace que quienes se
dedican a la compilacion de programas, analicen los 6rdenes de evaluacién de los valores
booleanos de las proposiciones involucradas.

Por ejemplo en el caso de la conjuncion, la evaluacion usual si se consideran los valores de ambas
proposiciones en juego, dara error si al menos una de ellas es errénea. Si se evalta el conectivo
denominado cand o condicional and, en cuanto la primera proposicion determina el resultado, no
se sigue evaluando la segunda.
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P q PAg p q peandg
0 0 0 0 0 0
0 172 172 0 12 0
0 1 0 0 1 0
1.2 0 172 172 0 172
12 172 172 172 12 172
172 1 1/2 172 1 172
1 0 0 1 0 0
1 172 112 12 12
1 1 1 1 1 1

Cuadro 11: Tabla de verdad de los conectivos and y cand segtn logica trivalente con aplicacion computacional

ACERCA DE LA COMPARACION DE LAS LOGICAS TRIVALENTES

Resulta interesante la conclusidn que surgié en una investigacion que se encargd de analizar y
comparar las propiedades que cumplen los operadores de implicacion antes definidos (Alberti,
Abeucci y Crespo Crespo., 1995). De esta comparacion surgio la comprension de que ninguno es
“mejor” o “peor” que otro, dependera del contexto en el que se esté trabajando, de los
significados que se le atribuyan a los valores de verdad intermedios de las proposiciones.

La Unica que recibid para los autores una explicacién distinta es la l6gica de Bochvar, ya que no
es posible considerar para esta interpretacién una extension continua de valores de verdad al
intervalo [0, 1] para la interpretacion de las proposiciones paradéjicas: una proposicién no puede
ser mas o menos paraddjica. En el resto de los casos es posible extender las distintas maneras de
evaluar cada conectivo al intervalo [0, 1], logrando distintos grados de veracidad de las
proposiciones.

La extension cada uno de los conectivos de implicacion da la posibilidad de obtener distintas
maneras de evaluar las proposiciones en los sistemas que hacen uso de la légica difusa y de
definir los distintos valores de verdad en esta I6gica (Klir, StChari y Yuan, 1997). Se trata, sin
duda de un eshozo de enfoque socioepistemoldgico de la temaética, que fuera abordada en aquella
investigacién desde la Optica de la ingenieria con la finalidad de decidir cual de las implicaciones
se debia elegir para programar ciertos sistemas de inferencia aplicables a inteligencia artificial.

Con la oOptica de la socioepistemologia, resulta claro que la interpretacion de los valores de verdad

intermedios de las l6gicas polivalentes se halla fuertemente ligada al escenario en el que se
definen y a la finalidad con el que se las va a aplicar.
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No serd lo mismo pensar en proposiciones indecidibles, indecididas, que en paradojas o futuros
contingentes. No es lo mismo pensar en un escenario matematico o en un escenario de control.
Cada escenario determina la conveniencia de una interpretacion y por lo tanto, segun sean las
caracteristicas de las proposiciones que se estén abordando, serd mas o menos correcta una
interpretacion y con ella iran ligadas las leyes légicas que en esa logica se verifican.

LOS PRINCIPIOS ARISTOTELICOS Y LAS LOGICAS TRIVALENTES

Nos interesa analizar si en cada una de las ldgicas trivalentes que se han presentado
anteriormente, son validos o no los principios aristotélicos, en particular el Principio del tercero
excluido y el Principio de no contradiccién, por ser ellos los que sustentan las argumentaciones
por reduccion al absurdo.

Para mostrar que el Principio del tercero excluido no es valido en ninguna de las légicas
polivalentes anteriores, evaluemos su tabla de verdad para cada interpretacion semaéntica. En
todos los casos el Principio del tercero excluido falla para el caso en que el valor de verdad de la
proposicién en juego no es ni verdadero ni falso, cualquiera sea la interpretacion semantica de los
valores intermedios.

Sélo podemos considerar que se trata de una seudo tautologia en el caso de Bochvar si se
considera el conectivo externo.

Tukasiewicz Bochvar Kleene
P pv=p P pv-p P_| Vpv-Vp P Pv-p
0 1 0 1 0 1 0 I
172 172 172 172 172 L 12 12
i 1 1 1 1 1 1 I
Gdadel - Brouwer Mamdani Aplicacién computacional

P Pv-p P pv-p p pPv-p
0 1 0 1 0 1
12 1/2 1/2 1/2 172 172
1 1 1 1 1 1

En relacion con el Principio de no contradiccion, las tablas de verdad que se obtienen para esta

Cuadro 12: Principio del tercero excluido en ldgicas trivalentes

ley aristotélica son:
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Fukasiewicz Bochvar Kleene

P pA~p P pAp p Vpa-Vp P pAp
0 1 0 1 0 1 i] 1
1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1 172 1.2
1 1 1 1 1 1 1 1
Gdadel - Brouwer Mamdani Aplicacién computacional

p prp P pr~p P PA~P

0 1 ] 1 0 1

12 12 12 112 172 172

1 1 1 1 1 1

Cuadro 13: Principio de no contradiccion en légicas trivalentes

La situacién presentada es la misma que en el caso del Principio del tercero excluido. El Principio
de no contradiccion tampoco es valido para estas logicas no clasicas. Estas l6gicas son
divergentes en relacion con la logica clésica.

Estas no son las Unicas leyes de la Idgica clasica que no se verifican en estas légicas polivalentes
(Alberti et al., 1995). Algunas de ellas se verifican en algunas légicas y no en otras. No entramos
en este analisis pues no se trata de leyes en las que se base la estrategia de argumentacion de la
que nos estamos ocupando en esta investigacion.

¢ UNA MATEMATICA EN OCCIDENTE QUE UTILICE LOGICAS NO ARISTOTELICAS?

Resulta notorio encontrar estas palabras en un texto de un logico clésico: “La logica aristotélica es
en realidad muy débil, y resulta insuficiente e ineficaz para las necesidades de la fundamentacion
matematica” (Klimovsky y Boido, 2005, p.137). En realidad, Klimovsky no se refiere a las
I6gicas que se acaban de presentar, sino a extensiones de la logica aristotélica. Sin embargo,
consideramos que valdria la pena pensar acerca de si es posible construir una matematica que
tenga subyacente alguna de las l6gicas que se describieron en este capitulo y cdmo podrian influir
en la matemética educativa.

¢O podemos considerar que en determinadas areas de la matematica, como ser los fundamentos
de la matemaética ya las estamos utilizando? En realidad cada vez que se abordan paradojas, se
estd haciendo uso de la légica de Bochvar. Al hablar de los fundamentos de la matematica y hacer
referencia a proposiciones indecidibles o indecididas, se esta utilizando la légica de Kleene o de
Gadel-Brouwer. Pero lo hacemos de manera inconsciente... nos cuesta manifestarlo y aceptarlo de
manera explicita.
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Pero, ¢los estudiantes aceptan estas ldgicas? ;Qué opinan de ellas? A continuacion se transcriben
algunas de las opiniones que han vertido en una clase de Fundamentos de la Matematica, del
altimo afio del profesorado de matematica, en la que se plante6 el tema. Intervienen en el didlogo
las alumnas Al, A2y A3y la profesora del curso (P):

A1l: “Me parecen muy complicadas esas l6gicas, no tienen la simplicidad de la ldgica
de Aristoteles”

P: “sPor qué ‘complicadas'?”

Alumna 1: “Las leyes son complicadas. No sé cdmo podriamos tratar un
razonamiento.”

A2: “Si, ninguno de los métodos que vimos sirve, me parece.”

P: “Quiza haya que hallar otros métodos... No las trabajariamos igual.”

A3: “;Mas métodos? ;No tenemos bastantes?”

P: “Serian distintos. Por ejemplo cuando en inteligencia artificial se utilizan estos
conectivos, y se trabaja con logica difusa, las reglas de inferencia son distintas.”

Al: “;Distintas? ;Hay otro Modus Ponens?”

Prof: “Si, existe un Modus Ponens generalizado que se aplica cuando existen etiquetas
linglisticas y se trabaja con légica difusa.”

A2: “Eso es en inteligencia artificial. Pero, no en matematica. La matemética usa la
I6gica aristotélica”

P: “;Y el Teorema de Godel? ;Qué hacemos con las proposiciones indemostrables?
¢ Qué pasa si tengo que razonar con una de ellas?”

Al: “Las ignoramos, como se viene haciendo desde la década del ‘30”

P: “O sea: lo que no me gusta 0 no sé cédmo manejar, ¢lo ignoro? Pero jexiste! Y
alguna vez tendremos que aprender a trabajar con esos valores de verdad... Ademas
si en otras areas usan este tipo de Idgicas porque la l6gica clasica no funciona como
quisiéramos, ¢qué hacemos los matematicos?”

A2: “Quiza existan, y como dijiste dentro de la matemaética, pero no de la matematica
gue usamos en un aula.”

P: “/Estas segura? ;Realmente en el aula todas las maneras de razonar que
encontramos son aristotélicas? ¢ Todas son deductivas?”

A2: “Si, las que estan bien son deductivas. Las otras para la matemdtica estan mal.”
Al: “Las podemos estudiar, si hace falta, para resolver un problema, para ver cémo
funciona, pero no creo que en el aula las podamos trabajar.”

P: <Y, ¢si encontraran que en el aula, en la escuela, los chicos usan formas de razonar
no aristotélicas y pudiéramos ver cdmo las aplican, por qué no llegan los alumnos a
las conclusiones que queremos...? Y ¢si viéramos que hay patrones comunes de
razonamiento, y que por eso les cuesta tanto la matemdtica que les ensefiamos? ”

Al: “Entonces quiza me pareceria que las tenemos que estudiar...”
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De este didlogo es posible inferir algunas conclusiones que pueden ser de interés para la
investigacion que se esta realizando:

» Los alumnos, futuros profesores, a pesar de que reconocen como correcta la posibilidad
de existencia de logicas no clasicas, no les reconocen su aplicabilidad en la matematica.

» Tienen una visién de la matematica como Unica y construida sobre la Idgica aristotélica.

» Aunque aceptan la presencia de enunciados para los cuales no es valida la logica
bivalente, optan por la postura de negarlos, de ignorarlos a la hora de un razonamiento, o
sea saben que existen, pero prefieren la posicion de no considerarlos como proposiciones
con las cuales pueden realizar un razonamiento.

» Ven a la matematica como una ciencia separada de sus aplicaciones.

» En primera instancia, rechazan la posibilidad de formas de razonamiento no deductivas
en el aula, considerandolas incorrectas.

» Solo aceptan la posibilidad de estudiar y analizar tales formas de razonamiento sobre la
base de pensar que pueden resultar Utiles para mejorar el aprendizaje de la matematica.

En estas conclusiones puede verse como la visidn aristotélica se encuentra arraigada en la manera
de ver la matemaética de los futuros docentes de matematica, aun cuando hayan tenido acceso a la
existencia y caracterizacion de logicas no aristotélicas. Por momentos aplican estas I6gicas y son
conscientes de lo que significan para la matematica, sin embargo en el momento de reconocerlas,
prefieren seguir asidos a la posicién clasica.

Sin embargo, con la aparicion de estas logicas desde la matemaética, que son consistentes dentro
de ella misma, y con la posibilidad de extender los tres valores de verdad que hemos considerado,
a una cantidad infinita de valores, se muestra que la lI6gica aristotélica, y en particular el Principio
del tercero excluido, no estan “escritos en los cielos” (Barrow, 1996, p.28).

Lo presentado hasta el momento, permite, comprender que la comunidad matematica ante la
necesidad de validar sus resultados, generd una practica social Ilamada demostracion (Crespo
Crespo, 2007). A partir de la misma, construy6 argumentaciones que en el caso de la matematica
construida en las culturas con influencia aristotélica, se basaron fuertemente en formas acordes a
los principios aristotélicos.
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La logica de Aristoteles se constituyo en el paradigma del pensamiento en estas culturas. Otras
culturas, sin influencia aristotélica, construyeron argumentaciones distintas que no respetan los
principios mencionados.

Sin embargo, aln en escenarios de la matematica occidental, en escenarios académicos nacidos
dentro de la tradicion aristotélica, fue posible construir otras I6gicas que generan argumentaciones
que no respetan los principios aristotélicos (Crespo Crespo, Farfan y Lezama, 2010). Las
aplicaciones de estas formas de argumentar en la ingenieria y en la técnica en general, son
multiples.

Una pregunta que surge es: la escuela ha intentado ensefiar argumentaciones deductivas, hemos
visto que los resultados no han sido satisfactorios pero, ¢es esa la forma de argumentar aplicada
en la sociedad fuera de la escuela?, ;realmente en escenarios no escolares se utilizan las
argumentaciones que la escuela construye, o al menos intenta construir?
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