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INTRODUCCION

Entre la gran cantidad de dificultades que se presentan en los alumnos en la comprension de
conceptos en un contexto geométrico, existen aquellas que son debidas a la comprension del lenguaje
matematico mismo, que implican el reconocimiento de términos especificos del area y la elaboracion
conceptual adecuada de los mismos, aquellas que son debidas al uso de distinto tipo de notaciones
que de por si, agregan un factor mas, el uso de simbolos, que al no tratarse de un lenguaje natural
provocan también dificultades; y aquellas de tipo visual (siempre fuertemente presente en el contexto
geométrico) debidas entre otros factores a los denominados prototipos.

Con la intencién de mejorar la comprension de determinados conceptos, se ha instituido desde hace
ya mucho el uso de ejemplos clarificadores que intentan dar un modelo sobre el concepto que se
quiere incorporar y para ello se recurre a ejemplos que modelizan el concepto. Se debe tener en
cuenta de manera muy trascendente que, en particular en este contexto, al tratarse de entes
eminentemente abstractos, la recurrencia a ejemplos y modelos es decididamente necesaria, pero
como toda abstraccién y analogia tiene sus ventajas y desventajas.

Estos ejemplos y modelos a los que se recurre para intentar expresar mejor el concepto han llegado a
incorporarse de una manera tan rotunda en los estudiantes que, en muchas ocasiones suelen llegar a
transformarse en obstaculos para una construccion adecuada del concepto. En este tipo de problemas
es que se centrard este trabajo, y esta reflexion que parece contradictoria no lo es, y se intentard
describir el porque de la misma.

EL USO DE PROTOTIPOS

Cuando se necesita lograr que los estudiantes construyan un concepto de tipo geométrico se recurre a
ejemplos gréaficos, visuales, que intentan incorporar una visibn mas o menos completa de las




caracteristicas del mismo (lo que Vinner ha definido como atributos relevantes (Vinner,1991),
propiedades que lo hacen ser lo que es y no otra cosa). Debido a esto se recurre en general a los
mismos ejemplos que, por sus bondades (cumplir la mayor parte de propiedades del objeto
geométrico en cuestion) han sido elegidos como los ejemplos méas adecuados. A este tipo de ejemplos
es a los que se ha denominado prototipos (Hershkowitz, 1990, 2002). Estos prototipos, mas alla de
sus bondades conllevan un riesgo consigo y es el de la identificacion Unica y establecimiento de los
mismos como los Unicos ejemplos validos del objeto en cuestion. Tomaremos algunos ejemplos que
no por ser clasicos dejan de ser adecuados para aclarar el problema.

En la tabla siguiente se intentan mostrar algunos de ellos. Si tomamos el caso del triangulo, podemos
observar que es practicamente imposible encontrar en los ejemplos triangulos que no sean equilateros
0 isosceles (salvo cuando se trata de definir a los tridngulos oblicuangulos o escalenos). Y aun asi
podemos observar que no se encuentran ejemplos de triangulos donde uno de sus lados no actue
como base. De igual modo, en el caso de los isosceles, la relacion lado mayor-lado menor parece
tener gran importancia ya que no se observan casos donde esta relacion no sea la “prototipicamente
establecida”. Los triangulos rectangulos practicamente nunca tienen su hipotenusa actuando como
base, o dicho de otra manera su &ngulo recto no ubicado en posicion horizontal-vertical, ademés de
no existir casi tampoco triangulos rectangulos donde los catetos sean de medidas similares. Siempre
debe existir una diferencia apreciable entre los mismos para que el prototipo funcione como tal. Para
el ejemplo del cubo se recurre desde ya a una representacion bidimensional de un objeto
tridimensional . Esto conlleva problemas aparte que seran analizados separadamente. En el caso de la
piramide y del cilindro también se recurre a ellos en las posiciones “naturales” es decir apoyados
sobre una de sus caras.

OBJETO EJEMPLO CARACTERISTICAS
GEOMETRICO
TRIANGULO Como prototipos aparecen siempre triangulos

equilateros o isosceles. En ambos casos los

A triangulos siempre tienen uno de sus lados
ubicados en forma horizontal (a modo de base) y
en el caso de los is6sceles siempre ubicados de esa
manera y ademas con una relacion lado mayor-
lado menor que identifique adecuadamente la
diferencia entre los lados

TRIAI\[GULO En este caso los prototipos son siempre triangulos
RECTANGULO & con uno de sus lados como base (siempre uno de
los catetos, es decir, el angulo recto ubicado en

posicion horizontal-vertical) y siempre ademas los
catetos de distinta medida




CUADRADO El prototipo del cuadrado desde ya, utiliza siempre
un lado como base.

CuBO ——— | Para el cubo se utiliza siempre este prototipo en el
cual se encuentra en posicion “de apoyo” sobre una
superficie inexistente

CILINDRO El cilindro se encuentra en la gran mayoria de los
casos ubicado en posicién vertical con una de las
superficies circulares como base, y ademas con una
relacion “alto-ancho” lo suficientemente amplia para
mostrar un “cilindro estilizado”

PIRAMIDE Las pirdmides son siempre rectas y con una de sus
caras actuando como base, y de medidas también
“estilizadas”

Ahora bien, estos ejemplos muestran claramente como determinados casos particulares de cada uno
de estos objetos geométricos estd actuando méas que como un ejemplo o caso particular no
generalizable, como “la definicion misma” del objeto. Esto trae consecuencias desde ya no deseables
en la construccion de los conceptos correspondientes.

Para que esto quede mejor aclarado se presentan en la siguiente tabla algunos de los mismos ejemplos
con representaciones que no son las clasicas y el motivo por el cual no se las ha tomado como
prototipos

OBJETO GEOMETRICO | EJEMPLO CARACTERISTICAS

TRIANGULO Los tres ejemplos aqui mostrados son triangulos
isdsceles pero: el caso a) es demasiado “achatado”

para ser buen ejemplo. Los casos b) y ¢) no estan en
una posicién “natural” y ademas la relacion lado

igual-lado desigual no esta tan clara.




posicion en la cual se encuentra representada

TRIAI\[GULO El caso a) no esta en posicion “natural” mientras
RECTANGULO que el caso b) ni siquiera muestra claramente el

i angulo recto en posicién horizontal-vertical
CUADRADO Este cuadrado se reconocerd como rombo y no

como cuadrado

CUBO Probablemente no se reconocerd como cubo
CILINDRO El caso a) se reconocerd como “moneda” y el b) y
S c) como “tubos” o *“cafios” pero no como
cilindros. Ademas de la relacién ancho-largo, el
N cilindro c) no se encuentra en la posicion “natural”

i

PIRAMIDE No se reconocera como pirdmide debido a la




Todos estos ejemplos mostrados aqui no alcanzan la categoria de “prototipos” debido justamente a
que no muestran a simple vista algunas de esas caracteristicas tan importantes que se desean
incorporar como parte de la definicion del objeto de que se esté tratando. Pero, ¢ es esto realmente
necesario e imprescindible? Considero que la respuesta es negativa, y este es el proximo punto a
tratar aqui.

VENTAJAS Y DESVENTAJAS DE SER PROTOTIPO

No cabe ninguna duda que los prototipos tienen una gran cantidad de ventajas ya que muestran la
mayor cantidad posible de propiedades del objeto en cuestion, pero esto no deja de traer sus
consecuencias por que agregan otras que no lo son y he aqui el problema que se trata de explicar.
Tomemos algunos de esos casos para analizar.

Un triangulo no dejara de serlo por no estar ubicado en posicion de uno de sus lados como base, ni
tampoco por la relacion entre sus lados y mucho menos por no tener alguno de sus lados congruentes,
o por tener angulo recto (en el caso que corresponda) en una posicion que no es la horizontal-vertical.
En todos estos casos se corre el riesgo de que quede incorporado en los estudiantes que para ser
tridngulo rectangulo es necesario que los catetos estén ubicados precisamente en esa posicion ya que
los prototipos asi lo muestran. Es decir, se generaliza el caso particular.

Un cubo representado bidimensionalmente, cuenta como toda reduccién dimensional de las falencias
propias de toda representacion con reduccion, se agrega informacion no relevante y se quita otra. Por
ejemplo, en la representacion bidimensional de un cubo se pueden observar lados que se cruzan en
angulos no rectos ( o lo que es peor, lados que se cruzan y en la realidad no es asi ) , o caras que se
superponen o angulos no rectos que si lo son, o lados no congruentes que si lo son (todo ello debido
al uso de la perspectiva).

Un cilindro demasiado largo y de poco didmetro se asimilara mas a un “cafio” o “tubo” (segun
propias palabras de los alumnos, pero no a un cilindro. Y parece ser que los cilindros como todo otro
cuerpo “deben estar apoyados” .

Ejemplos como estos sirven para desenmascarar las desventajas que pueden acumular estos
prototipos elegidos como tales por sus virtudes. Y hasta ahora se ha dejado de mencionar otro
problema més que no por ser menos importante muchas veces no se tiene en consideracién. Pero es
fundamental. En todos los casos mencionados, y en los no mencionados también, se pasa por alto un
pequefio (y gran ) detalle. Todos los ejemplos que se tomen sean prototipicos 0 no tienen el grave
defecto de ser solo representaciones del objeto. ;cdmo es esto? Los objetos geométricos son entes
abstractos y con ello, son s6lo factibles de comprender a partir de sus definiciones, y toda
representacion de los mismos es una concretizacion de un objeto que no lo es y con ello adolece de
no cumplir con las caracteristicas totales del mismo.



Si recurrimos a modelos concretos nos encontramos con el inconveniente por ejemplo que, los
triangulos recortados en cartulina o papel, en realidad no son triangulos ya que tienen espesor y por
ello no son figuras bidimensionales sino tridimensionales, es decir cuerpos . Las lineas que
representan a los lados tienen espesor cuando las lineas no deben tenerlo. Si bien esto es conocido,
muchas veces es dejado de lado por el docente por considerarlo superfluo. Pero no es superfluo hacer
las aclaraciones correspondientes por que esto llevara a una construccion inadecuada del concepto, al
pensar por ejemplo que se trata de objetos concretos y no de representaciones o casos particulares de
los mismos.

Este cuadro de Magritte representa el problema. En el mismo
podemos observar la leyenda “esto no es una pipa” cuando
claramente podemos ver que si lo es. El pintor alude a que
justamente no es una pipa debido a que se trata solo de una
representacion de una pipa.

“La traicién de las imagenes” René Magritte

Podemos llegar a imaginar el conflicto que se puede generar si de la misma manera se llegara a
presentar un ejemplo como este:

Seguramente nos encontrariamos con un enorme
desconcierto a la hora de poder elaborar en los alumnos
que efectivamente no se trata de un tridngulo rectangulo
sino solo una representacion de uno

“Esto no es un triangulo rectangulo”

Esta diferencia entre concepto mismo y sus representaciones es trabajada y desarrollada
profundamente a partir del denominado doble status de los objetos geométricos (Douady, 1986, 1998;
Mesquita, 1992; Laborde, 1996; Parzysz, 2002)



NINGUNA VENTAJA ES ABSOLUTA

Hasta aqui se ha visto como estos prototipos pese a tener gran cantidad de ventajas, también traen
aparejadas un numero de desventajas. Aparece aqui el concepto de distractor. En Guillén Soler
(2000) aparece la definicion dada por Hershkowitz, Bruckheimer y Vinner (1987) respecto a los
mismos. En la descripcion es importante introducir una variedad de ejemplos en una variedad de
orientaciones, una definicién verbal o instrucciones sobre como realizar ciertas operaciones (mentales
o fisicas), pero este analisis no garantiza una identificacion y delimitan los denominados distractores
de orientacion y de configuracion. Mencionan que los distractores de orientacion son debidos a
asumir a los prototipos como ejemplos fijos y preferibles respecto a otros. Y para el caso de los
distractores de configuracion se debe a casos que no son los tomados como modelos o prototipos.
Mencionan a su vez a los problemas que incluye la representacion en perspectiva pero considero que
no le otorgan el status adecuado ya que no lo categorizan.

La propuesta de este trabajo apunta justamente a otorgar categoria a este tercer tipo de distractores de
tal manera que se propone una reclasificacion de los mismos segin el cuadro que se muestra a
continuacion.

DISTRACTORES
ORIENTACION CONFIGURACION PERSPECTIVA

EJEMPLO EJEMPLO EJEMPLO

D

Para el concepto de altura de un

Los triangulos triangulo nunca se usa un triangulo El ya mencionado ejemplo
ubicados siempre oblicuangulo pues la altura “cae fuera” de la representacion
en las posiciones del triangulo. Algo similar ocurriria con bidimensional de un cubo
clasicas el “centro de gravedad” en el caso de con el agregado de
figuras simétricas “huecas” informacién no relevante

Clasificacion de los distractores



Hasta aqui se hace un panorama general respecto de las ventajas y desventajas. Creo oportuno
recalcar que asi como los distractores implican un obstaculo en la conceptualizacion de definiciones
en el caso de objetos geométricos esto se puede corregir. Lo mencionan varios autores -Hershkowitz
(1990 ), De Guzman, (1996) ; Guillén Soler (2000).

Una de las formas de lograr esto es la incorporacion de todo tipo de ejemplos con diversas
orientaciones y configuraciones, analizando las definiciones puntualmente, y recurriendo a
descripciones de tipo discursivo (Hershkowitz, 1996; Duval, 1998) es decir recurrir no solo a los
ejemplos visuales sino también a las explicaciones verbales de las definiciones y el analisis de los
ejemplos tomados.

UNA PROPUESTA

En el esquema siguiente se propone un camino para que la construccion de conceptos supere algunos
de los problemas planteados (esto no implica tampoco la solucion a todos, sino simplemente una
propuesta integradora en la cual las distintas dificultades son reconocidas y trabajadas).

La construccion del concepto como sintesis de trabajar sobre la definicion del mismo (esto es la
definicién desde la matematica, una gran variedad de ejemplos —prototipicos y no prototipicos con
toda la amplitud de casos posible — y una complementacién adecuada con descripciones verbales asi
como orientaciones en la construccion de las caracteristicas de dicho objeto). La riqueza en la
variedad de ejemplos tomada y la pluralidad de estrategias de acercamiento a la construccion del
concepto a incorporar no asegurara una adecuada construccion pero al menos asegurara evitar en el
camino la aparicion de obstaculos indeseables en dicha construccion.

Este trabajo sintético no agota de ninguna manera las posibilidades. Quedan abiertas las puertas para

el reconocimiento de estos denominados distractores en relacion a todos los objetos geométricos, asi
como el estudio de estos distractores en otros ambitos de la matematica .
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Explicitacion de las diferencias entre el objeto
geométrico abstracto y las modelizaciones concretas.
Dualidad objeto-representacion del objeto
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DEFINICION

DESCRIPCION
DISCURSIVA

GRAN VARIEDAD DE

REPRESENTACIONES

POSIBLES DE DICHO
OBJETO

Un posible modelo para la construccion de conceptos
aeométricos
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